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    我是六年五班胡端傑，這次的作品叫做有趣的棋盤遊戲。在這一

個棋盤遊戲中，解題、觀察規律及編寫通識都很困難，不過有了上次

的經驗，感覺就還好，像觀察規律、編寫通式等步驟，比起去年，實

在變快速了許多。 

    當天去比賽，我一點也不覺得緊張，畢竟我們已經努力了這麼久，

只要努力過了，不管得到甚麼名次其實都是最好的安排。最後我們得

到了優等，雖然無法參加全國比賽，但我們從經驗中學到了很多。感

謝老師及隊友，大家一起努力才有這樣好的成果。 
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    大家好!我是邱煒晴，我擅長畫圖、彈琴和運動，喜歡專心做好一

件事，這是我第二次參加數學科展，我們的主題是「有趣的棋盤遊

戲」，因為要同時完成三個條件，所以解題方面，十分挑戰性，不過

有了上次的經驗，我更能夠自己找出規律，通式的運算也更熟悉。 

    一開始，我們發現某些棋盤可以使用類似排法完成，所以分為四

個系列觀察規律，找出最小值、最大值的規律，再進一步探討長方形

棋盤，觀察擴展時的規律，發現有些棋盤的規律產生變化，分析排法

後，找出原因，最後綜合前面的研究，探討任意大小棋盤的解法、規

律，我覺得最困難的部分是找出規律變化的現象，因為我們思考了很

久，又嘗試不同排法，才找出完整的原因，十分不容易! 

    這次科展比賽我們做好萬全的準備，可是沒有拿到特優，心中難

免有些失落，但經過兩年的磨練，我的觀察力也更敏銳，收穫不少，

謝謝老師的指導! 
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我叫張凱甯，是一個活潑但有一點點內向的人。我的綽號是檸檬

寶、freefree 和甯甯。是 A 型雙魚座的。 

在這次的科展中，我的程度比較比不上兩位學長姐，因此吃了不

少苦頭，像是通式寫不出來、無法理解報告中的內容等。比賽當天，

雖然是我第一次參加科展，我卻一點都不緊張，因為我知道我們準備

的很周全，不怕被問倒。而我也一直堅持一個理念：只要豁出去，就

不會緊張了。 

我希望將來可以當一位作家，因為我常常三不五時就編一個小故

事。我相信自己可以把我的創意加進我的故事裡。現在的獨立研究也

是在創作一個短篇小說。 
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研究主題：有趣的棋盤遊戲 

摘要：本研究從一個有趣的棋盤遊戲出發，先探討棋子擺放的策略，進而從n × n正方形棋

盤中，找出滿足遊戲條件的最大最小值規律與排法分析，進而發現規律、排法與邊長的四的

倍數有關；接著依據正方形棋盤的經驗與解法，將棋盤擴展為n × m的長方型棋盤，歸納出

最大、最小值排法的基本型棋盤與擴展之規律。最後，綜合前述研究結果，進一步提出解決

不同大小之棋盤解法策略、最大最小值規律之通式與排法。最後並給予未來研究方向之建

議。 

壹、 研究動機 

我們在書上看到一個有趣的棋盤遊戲，規則如下 

圖 1-1-1 是一個由 7 條直線與 7 條橫線所組成的棋盤，標示紅點的地方，均可以放置

棋子。這個遊戲是要挑戰用最少的棋子放置棋盤上，並滿足以下三個條件，如圖 1-1-2 所

示： 

     一、棋盤中每一直線上的棋子數必須為奇數； 

二、棋盤中每一橫線上的棋子數也必須為奇數； 

三、直橫線所形成的每一個方格，其周圍的棋子數也必須是奇數。 

  

圖 1-1-1 圖 1-1-2 

我們嘗試了之後，發現要滿足以上三個條件有相當的難度，且同一個棋盤有好幾種

不同的排法，但也激發了我們想要挑戰的決心。因此，我們決定將這個遊戲當作我們的研

究主題。本研究主題與數學南一版第十二冊『怎麼解題』單元有關聯。 

貳、 研究目的 



 

7 
 

一、 棋盤遊戲解題策略分析與探討。 

二、 探討不同大小正方形棋盤中，滿足遊戲條件之棋子數的最小值與最大值之規律與

排法分析。 

三、 探討不同大小長方形棋盤中，滿足遊戲條件之棋子數的最小值與最大值之擴展規

律與排法分析。 

四、 歸納不同大小棋盤之解法。 

參、 研究器材 

紙、筆、電腦、棋子、Java 程式 

肆、 研究過程與方法 

一、名詞解釋與符號定義 

(一) 棋盤表示：為了方便我們擺放棋子、檢視是否滿足遊戲條件與計算棋子數，報

告中的棋子擺放圖示將從圖 4-1-1 改為圖 4-1-2。淺色方格代表可放置棋子的位置

點，而深色方格則代表棋盤線條所形成的方格，深色圓形點則代表棋子。 

  

 

 

                                

(二) 棋盤邊長數表示法：在這個遊戲中，因為棋子擺放的位置是棋盤的線上，因此我

們在定義棋盤邊長數時，以棋盤線條數為邊長數。如7 × 7的棋盤，則代表直行、橫

列的線條各有 7 條，如圖 4-1-2。 正方形棋盤邊長數以 n 表示；長方型棋盤列數以 n

表示，行數以 m 表示，並從棋盤左上角開始表示第一行第一列，如圖 4-1-3、4-1-4。 

圖 4-1-1 圖 4-1-2 圖 4-1-3 圖 4-1-4 
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(三) 擴展：棋盤邊長數，無論是行或是列，增加 4 條，稱為一次擴展。                   

(四) 四格點：如圖 4-1-5 中號位置，在四個方格中間，一次可接觸四個方格的放置

點。 

(五) 二格點：如圖 4-1-5 中、號位置，一次可接觸兩個方格 

    的放置點。 

(六) 單格點：在棋盤周圍，如圖 4-1-5 中、號位置，一次只 

    接觸一個方格的放置點。 

 

(七) 符號定義： 

1. mSn：在n × n正方形棋盤中，滿足遊戲條件棋子數之最小值。 

2. MSn：在n × n正方形棋盤中，滿足遊戲條件棋子數之最大值。 

3. mSnxm：在n × m之長方形棋盤中，滿足遊戲條件棋子數之最小值。 

4. MSnxm：在n × m之長方形棋盤中，滿足遊戲條件棋子數之最大值。 

5. Tn、Tnxm：在n × n 正方形、n × m長方形棋盤中，棋子可以擺放的所有放置點數

量。 

6. dn、dnxm：在n × n 的正方形、n × m之長方形棋盤中，擺滿棋子的最大值後，未

擺放棋子的空格數量。 

 

二、研究架構圖 
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伍、 研究結果 

一、遊戲解題策略分析 

在這個遊戲中，一開始要挑戰滿足條件的最小值。經過我們實際操作後發現，三個

條件需要滿足，最關鍵在於「每一個小方格周圍必須也都要是奇數」這個條件。且

滿足條件的最小值排法，並不只有一種。因此，我們嘗試歸納出解題的策略。 

(一) 盡量放置四格點 

將棋子配置在四格點，每四個小方格只需一顆棋子即可滿足，即可減少使用棋

子。如圖 5-1-1，一列使用三顆棋子即可滿足遊戲條件。 

(二) 在邊線上，可利用二格點或是單格點控制奇偶數 

圖 5-1-2 第一列使用了兩種不同的二格點，第六行的二格點往下一格，可以調整

第一列上的棋子數為奇數。 

(三) 利用分拆調整奇偶數 

圖 5-1-3 中第二列紅框處有兩顆棋子，均放置四格點。我們將其中一個四格點分

拆成兩個二格點，如第四列綠框所標示，將原本橫列中的兩顆棋子調整為三顆棋

子。 

(四) 利用同行同列的棋子交換來調整 

圖 5-1-4 紅色虛線框所在的兩行均為偶數，藍色框中所在列為奇數，因此我們可

以用同列上的棋子進行交換，順利將兩行的偶數棋子調整為奇數棋子，如圖 5-1-

5。 

   
  

圖 5-1-1 圖 5-1-2 圖 5-1-3 圖 5-1-4 圖 5-1-5 
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結論一：遊戲解題策略 

(一)  盡量放置四格點。 

(二)  在邊線上，可利用二格點或是單格點控制奇偶數。 

(三)  利用分拆調整奇偶數。 

(四)  利用同行或是同列進行棋子交換，改變列或行上的奇偶數。 

 

二、 正方形棋盤(nxn)的探討 

(一)  滿足條件的最小棋子數 

我們用正方形棋盤實際進行排列，找出滿足條件的最小棋子數。4x4-11x11 棋盤的排列結果

如表 5-2-1。

 

我們又更進一步將 12x12 到 23x23 的棋盤最小值都排列出來(實際排列結果詳見附

件)，最小棋子數值結果統計如表 5-2-2： 

 

從表 5-2-2 的最少棋子數我們無法發現規律。但在實際排列時，我們發現當邊長數
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增加 4 時，可以有類似的排列方法。於是我們試著將邊長數分為 4k、4k+1、4k+2、

4k+3，這四類來看最小棋子數是否有規律。有以下的發現。 

規律尋求 

1. 當邊長數 n=4k 時 

n 最小值 mSn 分解 最小值規律 

4 6 = 𝟒 × 1 + 2 = 𝟒 ×
𝟒

4
+ 2 𝑆𝑛 = 𝑛 ×

𝑛

4
+ 2 

=
𝑛 × 𝑛

4
+ 2 

=
𝑛2

4
 + 2 ，n ≥ 4 

8 18 = 𝟖 × 2 + 2 = 𝟖 ×
𝟖

4
+ 2 

12 38 = 𝟏𝟐 × 3 + 2 = 𝟏𝟐 ×
𝟏𝟐

4
+ 2 

16 66 = 𝟏𝟔 × 4 + 2 = 𝟏𝟔 ×
𝟏𝟔

4
+ 2 

20 102 = 𝟐𝟎 × 5 + 2 = 𝟐𝟎 ×
𝟐𝟎

4
+ 2 

2. 當邊長數 n=4k+1 時 

n 最小值 mSn 分解 最小值規律 

5 8 = 22 + 4 = (
𝟓 − 1

2
)

2

+ 4 𝑆𝑛 = (
𝑛 − 1

2
)

2

+ 4 

=
(𝑛 − 1) × (𝑛 − 1)

4
+

16

4
 

=
𝑛2 − 2𝑛 + 17

4
   , 𝑛 ≥ 5 

 

9 20 = 42 + 4 = (
𝟗 − 1

2
)

2

+ 4 

13 40 = 62 + 4 = (
𝟏𝟑 − 1

2
)

2

+ 4 

17 68 = 82 + 4 = (
𝟏𝟕 − 1

2
)

2

+ 4 

21 104 = 102 + 4 = (
𝟐𝟏 − 1

2
)

2

+ 4 

3. 當邊長數 n=4k+2  時 

n 最小值 mSn 分解 最小值規律 

6 12 = 9 + 3=32 + 3 (不在規律內) 𝑆𝑛 = ( 
 𝑛

2
  )

2

+
𝑛 − 2

2
 

=
𝑛2

4
+

2𝑛 − 4

4
 10 29 = 25 + 4 = 52 + 4 = ( 

𝟏𝟎

2
 )

2

+
𝟏𝟎 − 2

2
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14 55 = 49 + 6 = 72 + 6 = ( 
𝟏𝟒

2
 )

2

+
𝟏𝟒 − 2

2
 =

𝑛2 + 2𝑛 − 4

4
，n ≥ 10 

 18 89 = 81 + 8 = 92 + 8 = ( 
𝟏𝟖

2
 )

2

+
𝟏𝟖 − 2

2
 

22 131 = 121 + 10 = 112 + 10 = ( 
𝟐𝟐

2
 )

2

+
𝟐𝟐 − 2

2
 

4. 當邊長數 n=4k+3 時 

n 最小值 mSn 分解 最小值規律 

7 13 = 9 + 4 = 32 + 2 × 2 = (
𝟕 − 1

2
)2 +

𝟕 + 1

2
 Sn = (

n − 1

2
)

2

+ (
n + 1

2
) 

=
n2 − 2n + 1

4
+

2n + 2

4
 

=
n2 + 3

4
， n ≥ 7   

 

11 31 = 25 + 6 = 52 + 6 = (
𝟏𝟏 − 1

2
)2 +

𝟏𝟏 + 1

2
 

15 57 = 49 + 8 = 72 + 8 = (
𝟏𝟓 − 1

2
)2 +

𝟏𝟓 + 1

2
 

19 91 = 81 + 10 = 92 + 10 = (
𝟏𝟗 − 1

2
)2 +

𝟏𝟗 + 1

2
 

23 133 = 121 + 12 = 112 + 12 = (
𝟐𝟑 − 1

2
)2 +

𝟐𝟑 + 1

2
 

 

結論二：在 n×n 的正方形棋盤中，滿足遊戲條件棋子數之最小值 mSn 為 

(一)  當 n=4k 時，𝑚𝑆𝑛 =
𝑛2

4
 + 2 ，n ≥ 4 

(二)  當 n=4k+1 時，𝑚𝑆𝑛 =
𝑛2−2𝑛+17

4
   , 𝑛 ≥ 5 

(三)  當 n=4k+2 時，𝑚𝑆𝑛 =
𝑛2+2𝑛−4

4
，n ≥ 10 

(四)  當 n=4k+3 時，𝑚𝑆𝑛 =
n2+3

4
， n ≥ 7 

 

發現規律後，我們再仔細分析了我們的排法。發現在不同棋盤上，雖然有一樣的最小

值，但每個人排法卻不盡相同。 

排法策略 

(1).利用較小的正方形棋盤，依照排法放置角落或中央，如下圖黃框所標示，向外側擴
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展。 

(2).從小棋盤擴展到大棋盤時，主要排法皆以四格點為主，遇到邊緣則改放置二格點。 

(3).若行列棋子數為偶數時，將一個四格點分拆為兩個二格點，即可調整為奇數。 

排法分析 

1. 當邊長數 n=4k 時   《 角落排法 》 

4×4 8×8 12×12 16×16 

 
 

  

    

其相鄰棋盤的棋子數關係如下： 

n × n 最小值 mSn 

4 × 4 𝑚𝑆4 =6 

8 × 8 𝑚𝑆8 = 𝑚𝑆4 + (𝟒 × 2) + (2 × 2)  

12 × 12 𝑚𝑆12 = 𝑚𝑆8 + (𝟖 × 2) + (2 × 2)  

16 × 16 𝑚𝑆16 = 𝑚𝑆12 + (𝟏𝟐 × 2) + (2 × 2)  

   所以，當 n=4k 時， 𝑚𝑆𝑛+4 = 𝑚𝑆𝑛 + (𝒏 × 2) + (2 × 2) = 𝟐𝐧 + 𝟒   , 𝐧 ≥ 𝟓 

2. 當邊長數 n=4k+1 時   《 角落排法 》 

5×5 9×9 13×13 17×17 

 
   

   其相鄰棋盤的棋子數關係如下： 

4×4 
12×12 

9×9 13×13 5×5 
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n × n 最小值 mSn 

5 × 5 𝑚𝑆5=8 

9 × 9 𝑚𝑆9 = 𝑚𝑆𝟓 + (𝟓 − 1) × 2 + (2 × 2) 

13 × 13 𝑚𝑆13 = 𝑚𝑆𝟗 + (𝟗 − 1) × 2 + (2 × 2) 

17 × 17 𝑚𝑆17 = 𝑚𝑆𝟏𝟑 + (𝟏𝟑 − 1) × 2 + (2 × 2) 

   所以，當 n=4k+1 時， m𝑆𝑛+4 = m𝑆𝑛 + (𝐧 − 1) × 2 + (2 × 2) = 𝟐𝐧 + 𝟐   , 𝐧 ≥ 𝟓 

3. 當邊長數 n=4k+2 時   《 角落排法 》 

10×10 14×14 18×18 22×22 

 
   

其相鄰棋盤的棋子數關係如下： 

n × n 最小值 mSn 

10 × 10 𝑚𝑆10=29 

14 × 14 𝑚𝑆14 = 𝑚𝑆10 + (𝟏𝟎 × 2) + 2 × 2 + 2 

18 × 18 𝑚𝑆18 = 𝑚𝑆14 + (𝟏𝟒 × 2) + 2 × 2 + 2 

22 × 22 𝑚𝑆22 = 𝑚𝑆18 + (𝟏𝟖 × 2) + 2 × 2 + 2 

所以，當 n=4k+2 時，𝑚𝑆𝑛+4 = m𝑆𝑛 + (𝐧 × 2) + 2 × 2 + 2 = 2𝑛 + 6   ，𝑛 ≥ 10 

4. 當邊長數 n=4k+3 時   《 中心排法 》 

7×7 11×11 15×15 19×19 

22×22 18×18 
14×14 



 

15 
 

 

    
 

其相鄰棋盤的棋子數關係如下： 

n × n 最小值 mSn 

7 × 7 𝑚𝑆7=13 

11 × 11 𝑚𝑆11 = 𝑚𝑆7 + (𝟕 × 2) + 2 × 2 

15 × 15 𝑚𝑆15 = 𝑚𝑆11 + (𝟏𝟏 × 2) + 2 × 2 

19 × 19 𝑚𝑆19 = 𝑚𝑆15 + (𝟏𝟓 × 2) + 2 × 2 

所以，當 n=4k+3 時，m𝑆𝑛+4 = 𝑚𝑆𝑛 + (𝐧 × 2) + 2 × 2 = 2n + 4，n ≥ 7 

結論三：在 n×n 的正方形棋盤中，滿足遊戲條件之同類型相鄰棋盤 mS 的關係與擴展方式 

(一)  當 n=4k 時，m𝑆𝑛+4 = m𝑆𝑛 + 2n + 4   , n ≥ 4   ，採角落排法。 

(二)  當 n=4k+1 時，m𝑆𝑛+4 = m𝑆𝑛 + 2n + 2   , n ≥ 5  ，採角落排法。 

(三)  當 n=4k+2 時，𝑚𝑆𝑛+4 = 𝑚𝑆𝑛 + 2n + 6    , n ≥ 10，  採角落排法。 

(四)  當 n=4k+3 時，m𝑆𝑛+4 = 𝑚𝑆𝑛 + 2n + 4     , 𝑛 ≥ 7  ，採中央排法。 

（二）  滿足條件的最大棋子數 

我們實際操作滿足條件的最大棋子數。在擺放棋子之前，我們發現如果把棋盤可擺放

的點都擺滿，在行列上均為奇數，僅僅在方格四周圍的棋子數為偶數(8 顆棋子)。因此，我

們採反面思考：即先將全部可擺放的點都擺上棋子後，共需棋子數為 T，試圖拿掉棋子留下

最少的空格數量 d，使棋盤中棋子數量滿足遊戲的條件。表 5-2-3 我們整理出棋盤4 ×

4~23 × 23的擺滿棋子數 T、棋盤空格數 d 以及最大棋子數 MS。 

表 5-2-3   4 × 4~23 × 23最大棋子數與棋盤空格結果 
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T 值計算方法 

擺滿棋子數的計算方法，我們觀察了不同大小的棋盤，直線上可擺放的點數為(2n − 1)

點，共有n條線，為n × (2n − 1)。再計算橫線上的點數為(n − 1)點，共有n條，為n ×

(n − 1)點。 

總點數= [𝐧 × (𝟐𝐧 − 𝟏)] + [𝐧 × (𝐧 − 𝟏)] = 𝟐𝒏𝟐 − 𝒏 + 𝒏𝟐 − 𝒏 = 𝟑𝒏𝟐 − 𝟐𝒏  。 

d 值規律尋求 

仔細觀察後發現棋盤中空格數量也呈現某種規律。我們將邊長數也分為四大類來尋求

是否呈現規律，有以下的發現。 

當邊長數 n=4k 時 

n d 的分解 d 值規律 

4 4 = 𝟒 × 1 = 𝟒 ×
4

4
 d = 𝑛 ×

𝑛

4
=

𝑛2

4
 ，n ≥ 4 

 8 16 = 𝟖 × 2 = 𝟖 ×
𝟖

4
 

12 36 = 𝟏𝟐 × 3 = 𝟏𝟐 ×
𝟏𝟐

4
 

16 64 = 𝟏𝟔 × 4 = 𝟏𝟔 ×
𝟏𝟔

4
 

20 100 = 𝟐𝟎 × 5 = 𝟐𝟎 ×
𝟐𝟎

4
 

當邊長數 n=4k+1 時 

n d 的分解 d 值規律 

5 4 = 2 × 2 =
𝟓 − 1

2
×

𝟓 − 1

2
 𝑑 =

𝑛 − 1

2
×

𝑛 − 1

2
= (

𝑛 − 1

2
)2 
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9 16 = 4 × 4 =
𝟗 − 1

2
×

𝟗 − 1

2
 =

(𝑛 − 1) × (𝑛 − 1)

4
 

=
𝑛2 − 2𝑛 + 1

4
，n ≥ 5 

 

13 36 = 6 × 6 =
𝟏𝟑 − 1

2
×

𝟏𝟑 − 1

2
 

17 64 = 8 × 8 =
𝟏𝟕 − 1

2
×

𝟏𝟕 − 1

2
 

21 100 = 10 × 10 =
𝟐𝟏 − 1

2
×

𝟐𝟏 − 1

2
 

當邊長數 n=4k+2 時 

n d 的分解 d 值規律 

6 11 = 9 + 2 = 32 + 2 = (
𝟔

2
)

2

+
𝟔 − 2

2
 𝑑 = ( 

𝑛

2
 )

2

+
𝑛 − 2

2
=

𝑛2

4
+

𝑛 − 2

2
 

=
𝑛2

4
+

2𝑛 − 4

4
 

=
𝑛2 + 2𝑛 − 4

4
 , 𝑛 ≥ 6 

10 29 = 25 + 4 = 52 + 4 = (
𝟏𝟎

2
)

2

+
𝟏𝟎 − 2

2
 

14 55 = 49 + 6 = 72 + 6 = (
𝟏𝟒

2
)

2

+
𝟏𝟒 − 2

2
 

18 89 = 81 + 8 = 92 + 8 = (
𝟏𝟖

2
)

2

+
𝟏𝟖 − 2

2
 

22 131 = 121 + 10 = 112 + 1 = (
𝟐𝟐

2
)

2

+
𝟐𝟐 − 2

2
 

當邊長數 n=4k+3 時 

n d 的分解 d 值規律 

7 12 = 3 × 3 + 3 =
𝟕 − 1

2
×

𝟕 − 1

2
+

𝟕 − 1

2
  

d =
𝑛 − 1

2
×

𝑛 − 1

2
+

𝑛 − 1

2
 

=
𝑛2 − 2𝑛 + 1

4
+  

2𝑛 − 2

4
   

=
𝑛2 − 1

4
 ，𝑛 ≥ 7  

 

11 30 = 5 × 5 + 5 =
𝟏𝟏 − 1

2
×

𝟏𝟏 − 1

2
+

𝟏𝟏 − 1

2
 

15 56 = 7 × 7 + 7 =
𝟏𝟓 − 1

2
×

𝟏𝟓 − 1

2
+

𝟏𝟓 − 1

2
 

19 90 = 9 × 9 + 9 =
𝟏𝟗 − 1

2
×

𝟏𝟗 − 1

2
+

𝟏𝟗 − 1

2
 

23 132 = 11 × 11 + 11 =
𝟐𝟑 − 1

2
×

𝟐𝟑 − 1

2
+

𝟐𝟑 − 1

2
 

滿足遊戲條件的棋子數最大值= (全部排滿的棋子數)−(拿掉的棋子數)，規律如下： 

n 最大值 MS=T-d 的規律 
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4k (3𝑛2 − 2𝑛) −
𝑛2

4
=

12𝑛2 − 8𝑛 − 𝑛2

4
=

𝟏𝟏𝒏𝟐 − 𝟖𝒏

𝟒
 

4k+1 (3𝑛2 − 2𝑛) −
𝑛2 − 2𝑛 + 1

4
=

12𝑛2 − 8𝑛 − 𝑛2 + 2𝑛 − 1

4
=

𝟏𝟏𝒏𝟐 − 𝟔𝒏 − 𝟏

𝟒
 

4k+2 (3𝑛2 − 2𝑛) −  
𝑛2 + 2𝑛 − 4

4
=

12𝑛2 − 8𝑛 − 𝑛2 − 2𝑛 + 4

4
=

𝟏𝟏𝒏𝟐 − 𝟏𝟎𝒏 + 𝟒

𝟒
 

4k+3 (3𝑛2 − 2𝑛) −
𝑛2 − 1

4
=

12𝑛2 − 8𝑛 − 𝑛2 + 1

4
=

𝟏𝟏𝒏𝟐 − 𝟖𝒏 + 𝟏

𝟒
 

 

結論四：在 n×n 的正方形棋盤中，滿足遊戲條件棋子數之最大值 MSn 為 

(一)  當 n=4k 時，𝑀𝑆𝑛 =
𝟏𝟏𝒏𝟐−𝟖𝒏

𝟒
，n≥ 𝟒 

(二)  當 n=4k+1 時，𝑀𝑆4𝑘+1 =
𝟏𝟏𝒏𝟐−𝟔𝒏−𝟏

𝟒
 ，n ≥ 5 

(三)  當 n=4k+2 時，𝑀𝑆4𝑘+2 =
𝟏𝟏𝒏𝟐−𝟏𝟎𝒏+𝟒

𝟒
 ，n ≥ 6 

(四)  當 n=4k+3 時，𝑀𝑆4𝑘+3 =
𝟏𝟏𝒏𝟐−𝟖𝒏+𝟏

𝟒
  ，n ≥ 7 

排法分析 

1. 當邊長數 n=4k 時    《 角落排法 》 

𝟒 × 𝟒 𝟖 × 𝟖 𝟏𝟐 × 𝟏𝟐 𝟏𝟔 × 𝟏𝟔 

 

   

其相鄰棋盤的棋子數關係如下： 

𝐧 × 𝐧 未擺放棋子的空格數最小值 dn 

𝟒 × 𝟒 𝒅𝟒=4 

𝟖 × 𝟖 𝒅𝟖 = 𝒅𝟒 + (𝟒 × 𝟐) + (𝟐 × 𝟐) 

𝟏𝟐 × 𝟏𝟐 𝒅𝟏𝟐 = 𝐝𝟖 + (𝟖 × 𝟐) + (𝟐 × 𝟐) 

8×8 
12×12 
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𝟏𝟔 × 𝟏𝟔 𝒅𝟏𝟔 = 𝐝𝟏𝟐 + (𝟏𝟐 × 𝟐) + (𝟐 × 𝟐) 

所以，當 n=4k 時，𝑑𝑛+4 = 𝑑𝑛 + (𝐧 × 2) + (2 × 2) = 𝟐𝐧 + 𝟒    , 𝐧 ≥ 𝟒 

 

2. 當邊長數 n=4k+1 時    《 角落排法 》 

𝟓 × 𝟓 𝟗 × 𝟗 𝟏𝟑 × 𝟏𝟑 𝟏𝟕 × 𝟏𝟕 

 
  

 

其相鄰棋盤的棋子數關係如下： 

所以，當 n=4k+1，𝑑𝑛+4 = 𝑑𝑛 + (𝐧 − 1) × 2 + (2 × 2) = 𝟐𝐧 + 𝟐     , 𝐧 ≥ 𝟓 

 

 

 

 

3. 當邊長數 n=4k+2 時  《 角落排法 》 

𝟔 × 𝟔 𝟏𝟎 × 𝟏𝟎 𝟏𝟒 × 𝟏𝟒 𝟏𝟖 × 𝟏𝟖 

𝐧 × 𝐧 未擺放棋子的空格數最小值 dn 

𝟓 × 𝟓 𝒅𝟓＝𝟕 

𝟗 × 𝟗 𝒅𝟗 = 𝒅𝟓 + (𝟓 − 𝟏) × 𝟐 + 𝟐 × 𝟐 

𝟏𝟑 × 𝟏𝟑 𝒅𝟏𝟑 = 𝐝𝟗 + (𝟗 − 𝟏) × 𝟐 + 𝟐 × 𝟐 

𝟏𝟕 × 𝟏𝟕 𝒅𝟏𝟕 = 𝐝𝟏𝟑 + (𝟏𝟑 − 𝟏) × 𝟐 + 𝟐 × 𝟐 

13×13 
9×9 

5×5 
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其相鄰棋盤的棋子數關係如下： 

𝐧 × 𝐧 未擺放棋子的空格數最小值 dn 

𝟔 × 𝟔 𝑑6 = 𝟏𝟏 

𝟏𝟎 × 𝟏𝟎 𝑑10 = 𝑑6 + (𝟔 × 𝟐) + 𝟐 + (𝟐 × 𝟐) 

𝟏𝟒 × 𝟏𝟒 𝑑14 = 𝑑10 + (𝟏𝟎 × 𝟐) + 𝟐 + (𝟐 × 𝟐) 

𝟏𝟖 × 𝟏𝟖 𝑑18 = 𝑑14 + (𝟏𝟒 × 𝟐) + 𝟐 + (𝟐 × 𝟐) 

所以，當 n=4k+2 時，𝑑𝑛+4 = 𝑑𝑛 + (𝐧 × 2) + 2 + (2 × 2) = 𝟐𝐧 + 𝟔   , 𝐧 ≥ 𝟔 

4. 當邊長數 n=4k+3 時  《 角落排法 》 

𝟕 × 𝟕 𝟏𝟏 × 𝟏𝟏 𝟏𝟓 × 𝟏𝟓 𝟏𝟗 × 𝟏𝟗 

 
 

  

其相鄰棋盤的棋子數關係如下： 

所以，當 n=4k+3 時，𝑑𝑛+4 = 𝑑𝑛 + (𝐧 × 2) + 2 × 2 = 𝟐𝐧 + 𝟒     , 𝒏 ≥ 𝟕 

結論五：在 n×n 的正方形棋盤中，滿足遊戲條件之同類型相鄰棋盤 d 值關係與擴展方式

𝐧 × 𝐧 未擺放棋子的空格數最小值 dn 

𝟕 × 𝟕 𝑑7 = 𝟏𝟐 

𝟏𝟏 × 𝟏𝟏 𝑑11 = 𝑑7 + (𝟕 × 𝟐) + 𝟐 × 𝟐 

𝟏𝟓 × 𝟏𝟓 𝑑15 = 𝑑11 + (𝟏𝟏 × 𝟐) + 𝟐 × 𝟐 

𝟏𝟗 × 𝟏𝟗 𝑑19 = 𝑑15 + (𝟏𝟓 × 𝟐) + 𝟐 × 𝟐 

6×6 10×10 
14×14 

15×15 
11×11 

7×7 
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為 

(一) 當 n=4k 時，𝑑𝑛+4 = 𝑑𝑛 + 2n + 4    , n ≥ 4   ，採角落排法。 

(二)  當 n=4k+1 時，𝑑𝑛+4 = 𝑑𝑛 + 2n + 2    , n ≥ 5  ，採角落排法。 

(三)  當 n=4k+2 時，𝑑𝑛+4 = 𝑑𝑛 + 2n + 6    , n ≥ 6 ，採角落排法。 

(四)  當 n=4k+3 時，𝑑𝑛+4 = 𝑑𝑛 + 2n + 4    , 𝑛 ≥ 7  ，採角落排法。 

三、 長方形棋盤(n×m)探討 

接著，我們思考若棋盤改為長方形時，最大與最小棋子數又會有什麼樣的變化呢？有了

正方形棋盤的經驗，我們思考如何從正方形棋盤出發，推算出長方形棋盤的最小最大棋子數。

從正方形棋盤我們知道當邊長增加 4 時，可以有系統地擴展下去。但當邊長增加 1 或 2 時，

排列方法是否有所不同？或是可以以正方形排法加以延伸呢？於是我們先嘗試從較小的正方

形棋盤延伸成長方形棋盤，試著排列看看最少的棋子數，看看是否能發現排列的規律。 

(一)、滿足條件的最小棋子數      

規律尋求 

我們將長方形棋盤最少子數整理如表 5-3-1。 (列 16~24 見工作紀錄) 

表 5-3-1   棋盤 4×4~15×23 最小值結果 

 

從實際排列的過程中，我們發現最小棋子數的規律與正方形的相似。所以我們將 n 以 k
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表示、m 用k’表示，將長寬分為四大類，分別看最小棋子數 mS 增加的情形。 

表 5-3-2  棋盤 n×m 擴展 mS 值之變化結果 
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發現與歸納 

 

當我們固定 n，擴展 m 時，我們發現最小棋子數有以下的規律 

1. 當 n 為4k、4k + 1 時，若 m 擴展一次，則最小值 mS 增加4k。 

2. n = 4k + 2、4k + 3，m 值會依照不同類別，棋子數增加規律也將有所不同。 

(1) 當n = 4k + 2、m = 4k’(k′ ≥ 2)，4k′ + 1(k′ ≥ 1)，m擴展一次，mS 增加

4k+4； 

(2) 當n = 4k + 3、m = 4k’(k′ ≥ 2)，4k′ + 1(k′ ≥ 2)，m擴展一次，mS 增加

4k+4； 

(3) 當(n，m) = (4k + 2，4k′ + 2)(k、k′ ≥ 2)、(4k + 3，4k′ + 3)時，擴展一次 mS 

增加的規律可分為兩種情形討論： 

  當k > k′，當 m 擴展一次，mS 增加4k + 2。 

  當k ≤ k′，當 m 擴展一次，mS 增加4k + 4。 

3. n = 4k + 2，m = 4k′ + 3時，m 擴展一次 mS 增加的規律也可以分為兩種情形： 

(1) 當k > k′ + 1，當 m 擴展一次，mS 增加4k + 2。 

(2) 當k ≤ k′ + 1，當 m 擴展一次，mS 增加4k + 4。 

4. n = 4k + 3，m = 4k′ + 2時，m 擴展一次 mS 增加的規律也可以分為兩種情形： 
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(1) 當k + 1 > k′，當 m 擴展一次，mS 增加4k + 2。 

(2) 當k + 1 ≤ k′，當 m 擴展一次，mS 增加4k + 4。 

結論六：  在 nxm 長方形棋盤中，固定 n 擴展 m 時，最小棋子數變化(∆𝐦𝐒)的規律 

m 
4k’ 4k’+1 4k’+2 4k’+3 

n     ∆mS 

4k、4k+1 4k   (k ≥ 1) 

4k+2 
4k + 4  

(k ≥ 2) 

4k + 4   

(k ≥ 1) 

4k + 2 (1 ≤ k′ ≤ k) 4k + 2 (2 ≤ k′ + 1 ≤ k) 

4k + 4 (1 ≤ k ≤ k′) 4k + 4 (2 ≤ k ≤ k′ + 1) 

4k+3 4k + 4     (k ≥ 2) 

4k + 2(2 ≤ k′ ≤ k + 1) 4k + 2( 1 ≤ k′ ≤ k) 

4k + 4(2 ≤ k + 1 ≤ k′) 4k + 4( 1 ≤ k ≤ k′) 
 

在開始長方形排法前，我們利用正方形的(4×4)、(5×5)、(6×6)、(7×7)排法作為基礎，延

伸至較大的棋盤。依據正方形的經驗，以 4 的倍數為一個單位，檢視排法上的規律。 

排法分析 

1. n=4k 時 

4 × 4 → 4 × 8 4 × 5 → 4 × 9 4 × 6 → 4 × 10 4 × 7 → 4 × 11 

    

2. 4k+1 時 

5 × 5 → 5 × 9 5 × 6 → 5 × 10 5 × 7 → 5 × 11 5 × 8 → 5 × 12 

    

3. n=4k+2 時 

6 × 7 → 6 × 11 6 × 8 → 6 × 12 6 × 9 → 6 × 13 6 × 10 → 10 × 14 
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4. n=4k+3 時 

7 × 7 → 7 × 11 7 × 8 → 7 × 12 7 × 9 → 7 × 13 7 × 10 → 7 × 14 

    

發現與歸納 

1. 在排列上我們發現，當進行橫向擴展為(m+4)時，增加的棋子數與 n 的大小和類別有

關；同理，當若要進行縱向擴展為(n+4)，增加的棋子數則與 m 的大小和類別有關。 

2. 奇數加偶數等於奇數，因此橫向擴展時，擴展的部分行上的棋子數為奇數，但列上

的棋子數為偶數。因此，橫向擴展一次列的部分剛好增加 2 子，行的部分則視 n 的

大小而有不同。

 

3. 橫向擴展時，當 n=4k+2、4k+3 時，為了要調整橫列奇偶數，每次擴展都要將兩個四

格點分拆為兩組二格點。 

4. 當(n，m) = (4k + 2，4k′ + 2)、(4k + 3，4k′ + 3)、(4𝑘 + 2、4𝑘′ + 3)時，擴展一

次 mS 增加的規律與 k、k’的大小有關，以下我們分析為什麼會有這樣的現象產生。 

(1) 從<<結論六>>知，(n，m)=(4k+2，4k+2)，而 m≥ n時，以 m 進行擴展一次增加棋子

數為 4k+4，且為了調整奇偶數，會產生兩組二格點位於同行。如圖 5-3-1。 

(2) 若以 n 再進行一次擴展，在未調整的情況下，也會增加 4k+4 子。並產生兩組二格

點於同列上，如圖 5-3-2 紅框所標示。我們嘗試將兩組調整奇偶數用的二格點移至

行列交點處，紫色箭頭所標示處，此時發現一組二格點可以減少一顆棋子，而兩組
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二格點可減少兩顆棋子，如圖 5-3-2、5-3-3。 

由以上可說明為何當k > k′時，以 m 擴展增加的子數為 4k + 2 而非 4k + 4。

同理，若當k < k′，以 n 進行擴展也會有減少兩顆棋子數的現象產生。 

 

  

圖 5-3-1 圖 5-3-2 圖 5-3-3 

(二) 滿足條件的最大棋子數 

與正方形操作相同，我們將棋盤上可以佈棋子的點全部擺滿後，計算全部的總棋子

數。。從正方形 T 值計算我們可得知長方形棋盤(n×m)的 T 值為𝟑𝐧 × 𝐦 − (𝐧 +

𝐦)。接著拿掉最少的棋子，留下空格，達到最大的棋子數。 

我們將 d 值結果整理如下表。(列 16~24 見工作紀錄) 

表 5-3-4  棋盤 4×4~15×23 之 d 值結果 

 

我們同樣固定 n 值，以 m 進行擴展，將棋盤空格數 d 值，分為四大類製作成表
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格，以便我們觀察擴展的 d 值規律變化情形。如表 5-3-5 所示。 

 

表 5-3-5  棋盤 n×m 擴展的 d 值變化 
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發現與歸納 

1. 當 n 固定為4k、4k + 1，無論 m 為哪一個類型(k、k’ ≥ 1)，擴增一次 d 值均增加

4k。 

2. 固定n = 4k + 2、4k + 3，m 值會依照不同類別，拿掉棋子數增加規律也將不同。 

(1) n = 4k + 2、4k + 3，m = 4k′、4k′ + 1時，當 m 擴展一次，d 值增加 4k+4； 

(2) n = 4k + 2、4k + 3，m = 4k′ + 2、4k′ + 3(k’ ≥ 1)時，擴展 d 值增加可分為兩 

種情形討論： 

      當k > k′，當 m 擴展一次，d 值增加4k + 2。 

  當k ≤ k′，當 m 擴展一次，d 值增加4k + 4。 

結論七：在 nxm 長方形棋盤中，固定 n 擴展 m 一次，棋盤空格數變化(∆𝐝)的規律 

 m 
4k’ 4k’+1 4k’+2 4k’+3 

n     ∆d 

4k、4k+1 4k   (k ≥ 1) 

4k+2、4k+3 4k + 4        (k ≥ 1) 
4k + 2 (k′ < k)；     4k + 4 (k ≤

k′) 
 

 

排法分析 

1.當 n=4k 時 

4 × 4 → 4 × 8 4 × 5 → 4 × 9 4 × 6 → 4 × 10 4 × 7 → 4 × 11 
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2.當 n=4k+1 

5 × 5 → 5 × 9 5 × 6 → 5 × 10 5 × 7 → 5 × 11 5 × 8 → 5 × 12 

    

3. 當 n=4k+2 

6 × 6 → 6 × 10 6 × 7 → 6 × 11 6 × 8 → 6 × 12 6 × 9 → 6 × 13 

    

4.當 n=4k+3 

7 × 7 → 7 × 11 7 × 8 → 7 × 12 7 × 9 → 7 × 13 7 × 10 → 7 × 14 

    

發現 

1. 最大值留下空格的擴展排法與最小值棋子擴展法相同。 

2. 當(n，m) = (4k + 2，4k′ + 2)、(4k + 3，4k′ + 3)、(4𝑘 + 2、4𝑘′ + 3)時，擴展一

次 d 增加的規律也同樣與 k、k’的大小有關，以下我們就(n，m)=(4k+3，4k’+3)分析為

什麼會有這樣的現象產生。 

(1) 如圖 5-3-5，從7 × 7擴展為7 × 11，於紅框中在同列拿掉兩個二格點。縱向擴展

一次成11 × 11，未調整的情況下在圖 5-3-6 的綠框中，同行也拿掉兩個二格

點。我們將兩組二格點移至紫色箭頭處，如此一組可減少一個空格，兩組則可

少兩個空格。排法如圖 5-3-7 藍色框線處。 

(2) 11 × 11若再進行橫向或縱向擴展，因為已經沒有同行同列的二格點，因此，
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擴展規律又回到 4k+4 了。 

 

  

圖 5-3-5 圖 5-3-6 圖 5-3-7 

 

四、探討不同大小棋盤之解法策略 

綜合前面研究的結果，我們探討不同大小棋盤的解法策略。首先我們先建立棋盤

的基本型，利用基本型加以擴展，應用擴展增加子數的規律，解決不同大小棋盤的排

法與棋子數的最大、最小值。 

(一) 基本型棋盤 

從研究三中我們歸納出幾個不同的基本型棋盤，透過這些基本型棋盤，可以

擴展成不同大小的棋盤。 

表 5-4-1   基本型棋盤列表 
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發現 

在(n，m)=(4k，4’k+2)的棋盤中，由於 4×6 棋盤若直接擴展為 8×6，棋子數會增加 8

顆，但經我們實際排列𝑚𝑆8×6僅比𝑚𝑆4×6多 7 顆棋子。因此，4×6 僅能橫向擴展為 4×

(4k’+2)，而 

8×6 才是 4k×(4k’+2),k ≥2 的棋盤基本型。同理，7×8、7×9、7×10 棋盤也為 4k×(4k’+3)、 

(4k+1)×(4k’+3)、(4k+2)×(4k’+3),k≥2 的基本型。 

(二)  擴展原則與規律 

了解不同大小棋盤的變化規律後，我們歸納出擴展的策略，並計算最大最小

值。 

1. 先依照棋盤邊長類別以及排法分析，選擇並放置基本型棋盤 A。 

2. 橫向擴展，固定列，擴展行為 A+B 棋盤。 

3. 縱向擴展，固定行，擴展列為 A+B+C 棋盤。如圖 5-4-1。 
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4. 分別計算 A+B+C 即可得 mS 與 d 值，得到棋盤的最小值與最大值。

 

最小值 mS 擴展規律探討 

我們把棋盤依照擴展規律變化分為二大類型 

《類型一》  僅能橫向擴展(A+B)之棋盤 

此類棋盤類型為(4，4k’+2)、(4，4k’+3)、(5，4k’+3)、(6，4k’+3)(k‘≥1)，這一類棋盤僅在

橫向擴展時具有規律，若進行縱向擴展，則需要重新排列基本型加以擴展，才能得到最

小棋子數。 

表 5-4-2  僅能橫向擴展棋盤之最小值基本型 

棋盤類型 基本型 A B mS 

(4，4k’+2) (4，6) 8 4×(k’-1)=4k’-4 4k’+4 

(4，4k’+3) (4，7) 9 4×(k’-1) =4k’-4 4k’+5 

(5，4k’+3) (5，7) 10 4×(k’-1) =4k’-4 4k’+6 

(6，4k’+3) (6，7) 13 8×(k’-1) =8k’-8 8k’+5 

 

《類型二》  先橫向再縱向擴展之棋盤 

此類型皆可先橫向再縱向擴展。我們依照棋盤邊長類型再區分為兩種情形進行探討。 

【情形 1】：(n，m)=(4k，4k’)、(4k，4k’+1)、(4k+1，4k’+1)、(4k+1，4k’+2)，(k、

k’≥1)；(4k，4k’+2)、(4k，4k’+3) 、(4k+1，4k’+3)，(k≥2，k’≥1)這七種棋盤。擴展使

用基本型棋盤與增加棋子數整理如下表。 

  表 5-4-3  橫向加縱向一階段擴展之最小值棋盤基本型與擴展規律 
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棋盤類型 基本型 A B C mS 

(4k，4k’) (4，4) 6 4×(k’-1)=4k’-4 4k’×(k-1)=4kk’-4k’ 4kk’+2 

(4k，

4k’+1) 

(4，5) 7 4×(k’-1) =4k’-4 4k’×(k-1)=4kk’-4k’ 4kk’+3 

(4k，

4k’+2) 

(8，6) 15 8×(k’-1) =8k’-8 (4k’+4)×(k-2)=4kk’-8k’+4k-8 4kk’+4k-1 

(4k，

4k’+3) 

(8，7) 13 4×(k’-1) =4k’-4 (4k’+4)×(k-2)=4kk’-8k’ +4k-8 4kk’+4k-1 

(4k+1，4k’+1) (5，5) 15 4×(k’-1) =4k’-4 4k’×(k-1)=4kk’-4k’ 4kk’+4 

(4k+1，

4k’+2) 

(5，6) 9 4×(k’-1) =4k’-4 (4k’+4)×(k-1)=4kk’-4k’ 4kk’+4k+1 

(4k+1，

4k’+3) 

(9，7) 17 4×(k’-1) =4k’-4 (4k’+4)×(k-2)=4kk’-8k’ 4kk’+4k+1 

 

【情形 2】：(n，m)=(4k+2，4k’+2)、(4k+3，4k’+3)、(4k+2，4k’+3)這三種棋盤。這三類

棋盤先進行橫向擴展時，每次增加的棋子數為 4k+4；但進行縱向擴展時，則需要視 

k、k’的大小來分段計算擴展所增加的棋子數。 

1. 在(n，m)=(4k+2，4k’+2)、(4k+3，4k’+3)時，第一階段的縱向擴展每次增加棋子數為

4k+2，直到 k=k’為止。如果 k>k’，第二階段擴展增加的棋子數則為 4k+4。 

2. 在(n，m)=(4k+2，4k’+3)時，第一階段的縱向擴展每次增加棋子數為 4k+2，直到 k=k’+1

為止。如果 k>k’+1，第二階段擴展增加的棋子數則為 4k+4。
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此情形的基本型棋盤、擴展增加棋子數與 mS 整理如下。 

表 5-4-4  橫向加縱向二階段擴展棋盤最小值之基本型與擴展規律 

 

最大值 MS 擴展規律探討 

最大值皆為先橫向後縱向擴展，與最小值相同，可分為兩種情況探討： 

【情形 1】： (n，m)=(4k，4k’)、(4k，4k’+1)、(4k，4k’+2)、(4k，4k’+3)、(4k+1，

4k’+1)、(4k+1，4k’+2)、(4k+1，4k’+3)這七種棋盤。擴展使用基本型棋盤與增加棋子數整理如

下。 
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表 5-4-5 橫向加縱向一階段擴展棋盤之最大值基本型與擴展規律 

 

 

【情形 2】： (4k+2，4k’+2)、(4k+3，4k’+3)、(4k+2，4k’+3)這三種棋盤，同樣會因為 k、

k’大小關係而有兩次擴展的情形出現。整理如下表。 

表 5-4-6  橫向加縱向二階段擴展棋盤最大值之基本型與擴展規律 
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結論八：不同類型棋盤之最小值、最大值規律 
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陸、結論與討論 

一、在這次的研究當中，棋盤遊戲一開始就非常具有挑戰性，在滿足遊戲條件下，要

排出最少的棋子數，我們一試再試，期望棋子數能再少一顆、再少一顆。在多次的解決

過程中，也歸納出一些策略出來，對我們解題有相當的助益。 

 

二、我們從正方形棋盤出發，找到邊長數與四的倍數有關聯，並藉此繼續延伸至長方

型棋盤。有些規律十分清楚明瞭，有些規律卻產生一些變化，也讓我們費了很多時間在

尋找規律上。為了破解這些規律變化背後的祕密，我們也花了一番功夫重新排列，才找

到解答。最後我們將結論八的規律，以 k=k'代入驗證，發現其正方形的結果與結論二、結

論四相符合 。 

 

三、不同類型的棋盤有些可以延伸後加以擴展，有些卻無法，必須改變排法才能進行

擴展，這也訓練我們在思考過程中必須保持彈性；部分棋盤的邊長數有不同的限制，在

整合時必須非常細心也需要很有耐心，對我們都是很棒的訓練。 
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四、未來研究與展望 

(一)我們這次只解決了最大、最小值，未來也可以設定每行每列棋子數必須同為

固定某數，尋求這個數值的最大最小值是否有固定範圍？在排列時我們也發現某

些排法具有規律性或對稱性，也可以嘗試尋找特殊排法做為未來研究主題。 

(二)將平面棋盤改為立體棋盤，要怎麼排列？最大最小值的規律又如何？也是相

當具有挑戰性的研究主題。 
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